
 73

6. 수치 적분과 미분 

(Numerical integration and differentiation) 

1. 수치적분 (Numerical integration) 

1.1 Basic Quadrature Rules 

 Newton interpolatory divided-difference formula 
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         몇 개의 항을 사용하느냐에 따라 다른 접근 방법이 된다. 

         Different methods depending on the number of terms 

         (Midpoint, Trapezoidal, Simpson Rule) 

         각각의 경우 error level 은?  

         Error level in individual cases? 
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 Midpoint Rule 
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Error estimation 
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 Trapezoidal Rule 

 

 

 
 

Error estimation 
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 Simpson Rule 
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 Comparisons  
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1.2 Composite Quadrature Rules 
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 Simpson 3/8 공식 (Simpson 3/8 Formula) 

 

3 차까지의 다항식을 이용하여 네 개의 data point 들을 보간하여 

적분 값을 구한다. 
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세 개의 data point 로도 같은 정도의 정확도를 얻을 수 있는 일반 

Simpson (1/3) 공식이 더 선호되지만 Simpson 3/8 공식은 구간의 

개수가 홀수일 때 Simpson 1/3 공식에 대한 보완으로 활용된다. 

Used for the last three intervals with an odd number of intervals 

 

 

 

 

 

 

Problem)  x = 0 ~ 0.8 의 구간에서 다음의 식을 적분하라. 

5432 400900675200252.0)( xxxxxxf 

 

Mid point, Trapezoidal, Simpson 법을 이용하되, 각 

방법에서 구간의 크기를 줄여 가면서, 오차가 줄어드는 

정도를 비교하시오. (정답: 1.64053334) 
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FUNCTION TrapEq (n, a, b) 

      h = (b – a)/n 

      x = a  

      sum = f(x) 

      DO i = 1, n-1 

         x = x + h 

         sum = sum + 2 * f(x) 

      ENDDO 

      sum = sum + f(b) 

      TrapEq = (b – a) * sum / (2*n) 

END TrapEq 

 

 

 

FUNCTION SimpEq (n, a, b) 

      h = (b – a)/n 

      x = a  

      sum = f(x) 

      DO i = 1, n-2, 2 

         x = x + h 

         sum = sum + 4 * f(x) 

x = x + h 

         sum = sum + 2 * f(x) 

      ENDDO 

      x = x + h 

      sum = sum + 4 * f(x) 

    sum = sum + f(b) 

      SimpEq = (b – a) * sum / (3*n) 

END SimpEq 
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1.3 방정식의 적분  

구간의 크기를 임의로 조절할 수 있을 때. 즉, 요구되는 수준의 

정확도를 얻기 위해 필요한 만큼의 f(x) 값을 생성해 낼 수 있을 때. 

Used when one can generate any necessary number of data points easily. 

 

 Richardson Extrapolation  
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Replace the parameter h by half its value, 
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2 Eq.(2) – Eq.(1) = M 
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By combining two O(h) approximations, an O(h2) approximation 

is produced. 
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Replace h by h/2 in Eq.(3), 
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Combine Eqs.(3) and (4) to eliminate the h2 term 

4 Eq.(4) – Eq.(3) = 3M 
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By combining two O(h2) approximations, an O(h3) approximation 

is produced. 
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By continuing the process, O(h4) and O(h5) approximations are 

reproduced 
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 Romberg Integration  

Richardson extrapolation is performed to speed the convergence 

 

Composite Trapezoidal rule in [a,b] using m subintervals 
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where h = (b-a)/m, xj = a + jh for j = 0, 1, 2, …, m 

 

with m1 = 1, m2 = 2, m3 = 4, …, and mn = 2n-1 

hk corresponding to mk is hk = (b-a)/mk = (b-a)/2k-1 
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Introduction of the notation Rk,1  
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in General  
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for k = 2, 3, …, n. 

         Extrapolation               3
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Problem)  x = 0 ~ 0.8 의 구간에서 다음의 식을 Romberg 적분  

법을 이용하여 적분하라. 

5432 400900675200252.0)( xxxxxxf 
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 Gaussian Quadrature 

 

 

 

[a,b] 구간 내의 양 끝점 x=a, x=b 에서의 값을 이용하지 않고 

구간 내부에서의 n 개의 data point 를 이용하여 다음과 같이 적분 

값을 approximation 하는 방법. 
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위의 approximation 에서 error 가 최소화되도록 계수 ci 값들과 

data 위치 xi 값들을 결정하는 것이 관건. 

Instead of end points, data points inside the interval are used. 

How to determine the x values and c values is the issue. 
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Example) f(x)가 3 차 이하의 다항식일 때  

 )()()( 22
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1 11 xfcxfcdxxf    (*) 

를 만족하도록 c1, c2, x1, x2 값을 구하라. 

Determine c1, c2, x1, x2 values that satisfy the relation when f(x) is a 

third order polynomial or lower 
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이는 f(x)가 1, x, x2, x3 일 때 위 적분식(*)이 성립하는 조건을 

구하는 것과 같은 문제임. 
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2 개 이상의 data point 를 사용할 때 (when using more than two data points) 

 

 

 

 

 

 

Problem)  x = 0 ~ 0.8 의 구간에서 다음의 식을 Gaussian  

구적법을 이용하여 적분하라.  

5432 400900675200252.0)( xxxxxxf   

    

         Data point 의 수를 2 개에서부터 증가시켜 가면서 

         Error 를 check 할 것 (정답: 1.64053334). 

          

         적분 구간이 0 ~ 0.8 이 아니라 -1 ~ +1 이 되도록 

변수를 변환하고 주어진 식을 변환시켜야 한다는 것에  

유의할 것. 
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2. 수치미분 (Numerical differentiation) 

 

2.1 고차 정확도의 미분 공식들 (Formulas with higher accuracy) 

 

2 개 이상의 data point 를 이용하여 정확도를 높인 공식들 
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 전진 차분 (forward-difference) 

  

※ 1st derivative 
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※ 2nd derivative 
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 후진 차분 (backward-difference) 

 

※ 1st derivative 
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※ 2nd derivative 
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 중앙 차분 (centered-difference) 

 

※ 1st derivative 
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※ 2nd derivative 
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Example) 다음 함수의 1 차도함수를 x=0.5, h=0.25 에서 O(h2)로  

계산하라. (참값 -0.9125) 

                    2.125.05.015.01.0)( 234  xxxxxf  

 

                 f(xi-2)  = 1.2 

f(xi-1)  = 1.103516 

f(xi)  = 0.925 

f(xi+1)  = 0.6363281 

f(xi+2)  = 0.2 

 

 Forward O(h) Backward O(h) Centered O(h2) 

Estimate 

Error (%) 

-1.155 

-26.5 

-0.714 

21.7 

    -0.934 

-2.4 

 Forward O(h2) Backward O(h2) Centered O(h4) 

Estimate 

Error (%) 

-0.859375 

5.82 

-0.878125 

 3.77 

 -0.9125 

  0.0 
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2.2 Richardson extrapolation 
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Example) 다음 함수 x=0.5 에서의 1 차도함수를, h=0.5, 0.25 를 

사용하여 Richardson extrapolation 법으로 추정하라. 

(참값 -0.9125) 

                 2.125.05.015.01.0)( 234  xxxxxf  

   f(xi-2)  = 1.2 

f(xi-1)  = 1.103516 

f(xi+1)  = 0.6363281 

f(xi+2)  = 0.2 

 

                   0.1
1

2.12.0
)5.0( 


D       (-9.6%) 

934375.0
5.0

103516.16363281.0
)25.0( 


D   

(-2.4%) 

 

9125.0)1(
3

1
)934375.0(

3

4
D

 

 

 

 

 

 



 92

2.3 부등 간격을 가지는 data 의 도함수 (for non-uniform intervals) 

 

       인접한 세 개의 data point 를 2 차 Lagrange 보간 다항식으로 접합 
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Example) 토양 표면에서의 온도 기울기? 

 

 

 


