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5. 보간법과 회귀분석 

    Interpolation and Regression 
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1. 보간법 (Interpolation) 

 

1.1 서론 

 

l 응용 예 : interatomic pair-wise interaction  

 

 

 

l Taylor Series (one-point approximation)를 사용할 수 없는 

이유 (Taylor Series doesn’t work) 
Approximate f(x)=1/x at x=3, using a Taylor expansion at x=1. 
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 

Pn(3) 1 -1 3 -5 11 -21 43 -85 
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1.2 Newton 

 

l Taylor Series 와의 관계 (finite divided difference) 
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Example) 다음 함수의 1 차도함수를 x=0.5 에서 h=0.5, 0.25 로  

위 세가지 방법을 사용하여 계산하라. (참값 -0.9125) 

Find the derivative at x=0.5 with h=0.5, 0.25 using the above-mentioned 
three different method (answer: -0.9125) 

                    2.125.05.015.01.0)( 234 +----= xxxxxf  

 

           고차 도함수의 유한차분 근사 (higher order derivative) 
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l 1 차 (선형) 보간법 (first-order interpolation) 
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Example) 선형 보간법을 사용하여 ln2 를 x = 1~6, x = 1~4 

구간에서 계산하고 구간 크기의 영향을 조사하라. 

         (0.3583519, 0.4620981 vs. 0.69314718) 

 

l 2 차 보간법 (second-order interpolation) 
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Example) x = 1, 4, 6 에서의 값에 기반을 둔 2 차 보간법을 

사용하여 ln2 값을 구하라. 

         Find the value of ln 2 based on the followings 
ln 1 = 0 

ln 4 = 1.386294 

ln 6 = 1.791759 

 

)4)(1(0518731.0)1(4620981.00)(2 ---+-+= xxxxf

      = 0.5658444 
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l Newton 보간 다항식의 일반화 (generalization of Newton method) 
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Subroutine NewtInt (x,y,n,xi,yint,ea) 

LOCAL fdd(n,n) 

DO i = 0, n 

 fdd(i,0) = y(i) 

    END DO 

DO j = 1, n 

DO i = 0, n-j 

fdd(i,j) = (fdd(i+1,j-1)-fdd(i,j-1)) / (x(i+1)-x(i))  

END DO 

    END DO 

    xterm = 1 

    yint(0) = fdd(0,0) 

    DO order = 1, n 

        xterm = xterm * (xi – x(order-1)) 

        yint(order) = yint(order-1) + fdd(0,order) * xterm 

        ea(order) = yint(order) – yint(order-1) 

    END DO 

END NewtInt 
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1.3 Lagrange Polynomials 
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l 선형 보간 (n = 1) first-order 
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l 2 차 보간 second-order 
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     )(, xL kn 는 x = xk 에서는 1, 나머지 x 값에서는 0 이 되는 n 차 함수이다. 

     ⇒ )(xf n 는 모든 n+1 개의 데이터 점들을 정확하게 통과하는 유일한  

n 차 다항식이 된다. 

 

 

 

l N 차 결과를 n+1 차에 사용하도록 개선 → Neville’s method 

 

 

Example) 1, 2 차 Lagrange 보간 다항식을 이용하여 ln2 값을 구하라. 

Find the value of ln 2 using 1st and 2nd order Lagrange method. 
ln 1 = 0  

ln 4 = 1.386294 

ln 6 = 1.791759 

1, 2 차 Newton 보간 다항식의 결과와 비교하라. 

Compare with those from Newton method. 
 

 

Example) Lagrange 보간 다항식은 Newton 제차분 보간 

다항식으로부터 유도될 수 있는 것임을 보여라. 

                 (1 차인 경우를 고려해 볼 것) 

                Show that the Lagrange polynomials could be derived  
from the Newton polynomials. (Consider 1st order) 
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Subroutine Lagrng (x,y,n,xi) 

sum = 0 

DO i = 0, n 

 product = y(i) 

DO j = 0, n 

   IF i ≠ j THEN 

product = product * (x – x(j)) / (x(i) – x(j)) 

          ENDIF  

END DO 

sum = sum + product 

    END DO 

    Lagrng = sum 

END Lagrng 
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1.4 Spline (Piecewise polynomial approximation) 
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l 2 차 스플라인 2nd order spline 
 

 

 

 

 

for n+1 data point    

          iiii cxbxaxf ++= 2)( ;  총 미지수 개수 (total unknowns) = 3n 
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1. 내부 절점에서 이웃하는 다항식들의 함수 값이 같아야 한다. 

The values of neighboring polynomials on each inner node point should 
be the same. 

          )( 1111
2

11 ------ =++ iiiiii xfcxbxa  

)( 11
2

1 --- =++ iiiiii xfcxbxa     (2n-2) 

 

2. 첫번째와 마지막 함수는 반드시 끝점을 통과해야만 한다. 

The first and last polynomial should pass the endpoints. 

  )( 0001
2
01 xfcxbxa =++  

)(2
nnnnnn xfcxbxa =++         (2) 

 

3. 내부 절점에서 이웃한 다항식들의 1 차 도함수는 같아야 한다. 

The values of 1st order derivatives of neighboring polynomials on each 
inner node point should be the same. 
 

  iiiiii bxabxa +=+ ---- 1111 22         (n-1) 

 

4. 2 차 도함수가 첫 번째 데이터 점에서 0 이라고 가정한다. 

The 2nd derivative on the first data point is assumed to be zero, 

  01 =a          (1) 
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Example) 다음 데이터를 2 차 스플라인으로 적합시키고  

x=5 에서의 값을 구하라. (Find the value at x=5). 
x f(x) 

3.0 

4.5 

7.0 

9.0 

2.5 

1.0 

2.5 

0.5 
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l 3 차 (cubic) 스플라인 (Cubic spline) 

iiiii dxcxbxaxf +++= 23)(  

1. 함수 값은 내부 절점에서 같아야 한다. [2n-2] 

2. 첫 번째와 마지막 함수는 양 끝점을 통과해야 한다. [2] 

3. 내부 절점에서 1 차 도함수는 같아야 한다. [n-1] 

4. 내부 절점에서 2 차 도함수도 같아야 한다. [n-1] 

5. 양 끝점에서의 2 차 도함수는 0 이라고 가정한다. [2] 

(2 차 도함수가 0 이 아니라면 그 정보로 조건을 대체) 

 

Method 1 
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Method 2 

각 구간 함수의 2 차 도함수를 다음과 같이 1 차 Lagrange  

보간 다항식으로 표현. 
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Example) 다음 데이터를 3 차 스플라인으로 적합시키고  

x=5 에서의 값을 구하라. (Find the value at x=5). 
x f(x) 

3.0 

4.5 

7.0 

9.0 

2.5 

1.0 

2.5 

0.5 
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          8 f”(4.5) + 2.5 f”(7) = 9.6 

          2.5 f”(4.5) + 9 f”(7) = -9.6 

 

          f”(4.5) = 1.67909 

          f”(7) = -1.53308 
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SUBROUTINE Spline (x,y,n,xu,yu,dy,d2y) 

LOCAL e(n), f(n), g(n), r(n), d2x(n) 

CALL Tridiag(x,y,n,e,f,g,r) 

CALL Gauss 

CALL Interpol(x,y,n,d2x,xu,yu,dy,d2y) 

END Spline 

 

 

 

SUBROUTINE Tridiag (x,y,n,e,f,g,r) 

       f(1) = 2 * (x(2)-x(0)) 

       g(1) = (x(2)-x(1)) 

       r(1) = 6/(x(2)-x(1)) * (y(2)-y(1)) + 6/(x(1)-x(0)) * (y(0)-y(1)) 

       DO i = 2, n-2 

          e(i) = (x(i) - x(i-1))  

          f(i) = 2 * (x(i+1) – x(i-1)) 

          g(i) = (x(i+1) - x(i)) 

r(i) = 6/(x(i+1)-x(i))*(y(i+1)-y(i)) + 6/(x(i)-x(i-1)) * (y(i-1)-y(i)) 

       ENDDO 

e(n-1) = (x(n-1) - x(n-2))  

       f(n-1) = 2 * (x(n) – x(n-2)) 

r(n-1) = 6/(x(n)-x(n-1)) * (y(n)-y(n-1))  

+ 6/(x(n-1)-x(n-2)) * (y(n-2)-y(n-1)) 

END Tridiag 
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SUBROUTINE Interpol (x,y,n,d2x,xu,yu,dy,d2y) 

       flag = 0 

       i = 1 

       DO 

          IF xu >= x(i-1) AND xu =< x(i) THEN 

             c1 = d2x(i-1)/6/(x(i)-x(i-1)) 

c2 = d2x(i)/6/(x(i)-x(i-1)) 

c3 = y(i-1)/(x(i)-x(i-1)) – d2x(i-1) * (x(i) – x(i-1))/6 

c4 = y(i)/(x(i)-x(i-1)) – d2x(i) * (x(i) – x(i-1))/6 

  t1 = c1 * (x(i) – xu)3 

  t2 = c2 * (xu - x(i-1))3 

  t3 = c3 * (x(i) – xu) 

  t4 = c4 * (xu - x(i-1)) 

  yu = t1 + t2 + t3 + t4 

   t1 = -3 * c1 * (x(i)-xu)2 

  t2 = 3 * c2 * (xu - x(i-1))2 

  t3 = - c3 

  t4 = c4 

             dy = t1 + t2 + t3 + t4 

              t1 = 6 * c1 * (x(i) – xu) 

         t2 = 6 * c2 * (xu – x(i-1)) 

        d2y = t1 + t2  

   flag = 1 

          ELSE 

         I = i + 1 

    ENDIF 

          IF i = n + 1 OR flag = 1 EXIT 

       ENDDO 

       IF flag = 0 THEN 

         Print “ outside range ” 

         Pause 

       ENDIF 

       END Interpol 
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2. 회귀분석 (Regression) 
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2.1 Discrete Least Square 

 

l 선형회귀분석 도출 과정 

 

 

(a) Minimizing sum of deviation 

(b) Minimizing sum of absolute deviation 

(c) Minimizing maximum deviation (minimax) 
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l 선형 회귀분석 (Minimizing sum of squares of deviation) 

exaay ++= 10  

 

åå
==

--==
n

i
ii

n

i
ir xaayeS

1

2
10

1

2 )(  

 

  0)(2
1

10
0

=---=
¶
¶ å

=

n

i
ii

r xaay
a
S

 

0)(2
1

10
1

=---=
¶
¶ å

=

n

i
iii

r xaayx
a
S

  

 

      ( ) åå =+ ii yaxna 10  

( ) ( ) ååå =+ iiii yxaxax 1
2

0  

 

      
å å

å å å
-

-
= 221 )( ii

iiii

xxn
yxyxn

a  

      xaya 10 -=  

 

 

 



 52

l 오차의 정량화 Error evaluation 
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   상관계수 (Correlation coefficient) r 
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SUB Regress (x, y, n, a1, a0, syx, r2) 

     sumx = 0; sumxy = 0; st = 0 

sumy = 0; sumx2 = 0; sr = 0 

     DO I = 1, n 

sumx = sumx + x(i) 

sumy = sumy + y(i) 

sumxy = sumxy + x(i)*y(i) 

sumx2 = sumx2 + x(i)*x(i) 

ENDDO  

xm = sumx / n 

ym = sumy / n 

a1 = (n*sumxy – sumx*sumy)/(n*sumx2 – sumx*sumx) 

a0 = ym – a1*xm 

DO i = 1, n 

st = st + (y(i) – ym)2 

sr = sr + (y(i) – a1*x(i) – a0)2 

ENDDO  

syx = (sr/(n-2))0.5 

r2 = (st - sr) / st 

END Regress 
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l 비선형 관계식의 선형화 (Linearization of nonlinear relation) 
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2.2 다항식 회귀분석 (polynomial regression) 
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Example) 

 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

99925.0=r  

 

 



 57

2.3 다중 선형 회귀분석 (multiple linear regression) 

exaxaay +++= 22110  
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2.4 선형최소제곱의 일반화 (Generalization of linear least-square) 
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m: 모델 변수의 수 (number of variables) 

n: data point 의 수 (number of data points) 

{Y}T = [y1 y2 … yn]; y 의 관측값 

{A}T = [a0 a1 … an]; 미지계수의 열백터 

{E}T = [e1 e2 … en]; 잔차의 열벡터 
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[[Z]T[Z]]{A}={[Z]T{Y}} 

※ 단순선형회귀분석, 다항식회귀분석, 다중회귀분석 등 

   세가지 접근 방식이 모두 동일하며 같은 행렬식으로  

   간단하게 표현할 수 있다. 

 

미지계수 {A}는 역행렬법으로 다음과 같이 구할 수 있다. 

{A}=[[Z]T[Z]]-1{[Z]T{Y}} 
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2.5 비선형 회귀분석 (Gauss-Newton 방법) 
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{D}=[Zj]{ΔA}+{E} 
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선형최소제곱을 적용 

[[Zj]T[Zj]]{ ΔA}={[Z]T{D}}  

0,01,0 aaa jj D+=+                1,11,1 aaa jj D+=+  
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Example) )1(),;( 1
010

xaeaaaxf --=  

X 0.25      0.75      1.25      1.75      2.25 

Y 0.28      0.57      0.68      0.74      0.79 
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               반복 계산을 통해 얻은 최종 결과 

               a0 = 0.79186,    a1 = 1.6751,       잔차제곱합: 0.000662 

               

▶ 프로그램에서는 편미분을 위해 차분방정식 사용 
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▶ 수렴이 늦고 진동이 심하며, 수렴이 보장되지 않는 단점. 

   비선형 최적화 기법을 통해 잔차 제곱합을 최소화하도록 

   매개변수를 조절 
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